1. kolokvij iz Matematike
(Ljubljana, 2. 12. 2015)

Cas resevanja: 90 minut. Naloge so enakovredne. Preberi celotno besedilo
vsake naloge. Dovoljena je uporaba dveh listov velikosti A4 z obrazci.
Rezultati bodo objavljeni na ucilnica. fri.uni-17j.s1.

Vse odgovore dobro utemelji!

1. Dani sta kompleksni Stevilia =1+iinb = —1 +1.
(a) Zapisi stevili a in b v polarni obliki, tj. obliki re’?.
(b) Izracunaj (%)2015.

Resitev: Za poljubno kompleksno Stevilo z = x + iy velja

r=|z| = 1/x2 4+ y?in tan(¢) :%.

Za $tevilo a dobimo r = v/2in tan(¢@) = 1. Polarni kot ¢ je lahko
rt/4 ali pa 57t/4. Ker Stevilo a lezi v 1. kvadrantu, je ¢ = 71/4.
Stevilo a je torej enako

a = \/2e'%,
Podobno dobimo, da je
b= ﬁei%.

Potenco (a/b)?"'> izratunamo tako, da vstavimo polarna zapisa
za a in b in uporabimo lastnosti potenciranja
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2. Zaporedje (a,) je dano s predpisom

2n+1

(a) Izracunaj limito lim a,.
n—o0

(b) Pokazi, da je zaporedje (a,) naras¢ajoce.

Resitev: Najprej izratunamo limito. Stevec in imenovalec de-
limo z 2" in dobimo
2+l /on 2

lima, = lim —— = lim

— = 2.
n—00 n—soo1/20 +1 n—o01/2"+1

Zaporedje je narascajoce, ¢e velja a,,11 > a,. Vstavimo formulo
za a, v neenacbo in vidimo

Ap+1 > Ap
2n—|—2 2n—|—1

14 2n+1 ~ 1+ 27

2n+2 (1_|_2n) > 2n+1 (1_|_2n+1)
2(1+2") > 142"
2+2n+1 > 1+2n+1
2 > 1,

da nenacba a,.1 > a, vedno velja. Torej je zaporedja narasca-
joce.
3. Funkcija f ima predpis f(x) = xv/4 — x2.
(a) Doloci definicijsko obmocje Dy funkcije f.
(b) Pois¢i odvod f’ funkcije f.
(c) Poisci enatbo tangente na graf f skozi tocko (v/3, f(1/3)).

Resitev: Funkcija f(x) = xv/4 — x2 bo definrano povsod, kjer
bo izraz pod korenom pozitiven:
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in Dy = [-2,2]. Odvod izratunamo s pravilom za produkt in
potenco:
1

/
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V4 — x? V4 — x? 2v4 — x?
Enacba tangente ima obliko y = kx + n, kjerje k = f'(xp) in n

dolo¢imo tako, da tocka (xg, f(x0)) leZi na tangenti. Izratunamo
k
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Potrebujemo $e f(xo) = v/3v/4 —3 = /3. Prosti ¢len tangente

n zadoSc¢a enacbi
V3=-2V3+n
in n = 31/3. Enacba tangente je enaka

y = —2x +3/3.

. Kvadratu s stranico dolzine 1 vértamo manjsi kvadrat, katerega
oglis¢a leZijo na stranicah prvega kvadrata. KolikSna je najman-
jSa moZna ploscina vértanega kvadrata?

(a) Zapisi predpis za funkcijo p(x), ki podaja

plos¢ino vértanega kvadrata. X

(b) Na katerem zaprtem intervalu lahko lezi x?

(c) Pois¢i najmanjSo vrednost funkcije p(x) na X
tem intervalu. 1

Resitev:

Oznac¢imo z a stranico notranjega kvadrata.
S’Framca aje hlpote.nuza pravokotnega trikot- xI
nika s stranicama x in 1 — x.

1—x X

Po Pitagorovem izrekujea = /x2 + (1 — x)2. Plog¢ina kvadrata



je

p(x) =a>=x*+ (1 —x)~
Vrednosti x doloc¢a, kjer ima naloga smisel, leZijo na intervalu
0, 1]. Na robu intervala (za x = 0 ali x = 1), bosta oba kvadrata
sovpadala in plos¢ina bo takrat najve¢ja. Minimalna vrednost
bo tako doseZena v notranjosti intervala v stacionarni tocki funkcije

p(x), kjerje p'(x) = 0.
pl(x) =2x—2(1—x)=4x—-2=0

in stacionarna tocka je le ena x = 1/2. Daje v x = 1/2 lokalni
minimum lahko ugotovimo, ¢e izracunamo drugi odvod

p"(1/2) =4 > 0.

Vrednost p”(1/2) je pozitivna, zato je x = 1/2 lokalni mini-
mum. Ker je stacionarna tocka le ena, je lokalni minimum tudi
globalni minimum. Najmanjsa plos¢ina je tako p(1/2) = 1/2.

Vse odgovore dobro utemelji!




