1. kolokvij iz Matematike
(Ljubljana, 8. 12. 2016)

Cas resevanja: 90 minut. Naloge so enakovredne. Preberi celotno besedilo
vsake naloge. Dovoljena je uporaba dveh listov velikosti A4 z obrazci.
Rezultati bodo objavljeni na ucilnica. fri.unt-17. s1.

Vse odgovore dobro utemelji!

1. [25. to¢k] Podani sta kompleksni stevilia =iinb =1+ 1.

(a) Stevila g, b° in ab narisite v kompleksni ravnini.
(b) Poisdi stevilo z, ki resi enacbo |z — a| = |b| in ima najmanj$o
absolutno vrednost.

Resitev: Najprej Stevila izratunamo: a = i,ab =i(1+i) =i—1
AN .
b = (1 +Z)5 _ (\/Eemﬂl) _ \/5561571/4
— 4/2ee ™t = 4(—1)(1+1i) = —4 — 4i. (1)

Kompleksna stevila, ki zados¢ajo enacbi |z —a| = |b|, lezijo

b = —4—4i
) 4+ —4i

Slika 1: Slike $tevil a, ab, b° in kroZnice |z — a| = V2

na kroZnici s sredis¢em v a = i in polmerom |b| = |1 +i| =

V12 +12 = /2. Izraz |z — al je enak razdalji med &tevili z in



a. Stevilo zy z najmanjso absolutno vrednostjo, ki resi ena¢bo, je
tocka na kroznici, ki je najbliZje koordinatnemu izhodiscu, to je
Stevilu 0. Tocka, ki jo iS¢emo lezi na imaginarni osi in je enaka
Zo = (1 — \/E)l

. [20 tock] Zaporedje je podano z

n

V2 +3n2

(a) Pokazi, da je zaporedje narascajoce.

a, =

(b) Izracunaj limito lim,_,« ay,.

ReSitev:
: < n < n+1
(a) Velja a, < a,+1 & Vad = Jarani
obe strani pozitivni, torej kvadriranje da < 5 f;nz <3 Jfg(tllﬁ)Z
& n?(2+3(n+1)%) < (n+1)*(2+3n?) & 2n*+3n*(n+1)* <
2(n+1)*+3n*(n+1)? < 2n* <2(n+1)>?, kar je res za vse n.

. . n — . n.n — 1 1
(b) Vel]a llmn%w—\/m 11mn—>00 W:n llmn—>oo (2—}-31’12)/7’12

1 _ 1

in ker je n € IN sta

. [30 to¢k] Funkcija f ima predpis f(x) = v/2 — x2.
(a) Doloci definicijsko obmocje D funkcije f.

(b) Dolocinicle, stacionarne tocke, intervale naras¢anja in pada-
nja in natan¢no narisi graf funkcije f.

(c) Poisci enacbo tangente na graf funkcije f v tocki x = 1.
(d) Izrac¢unaj integral

/ xf(x)dx.
Resitev:

(a) Definicijsko obmocje funkcije je obmogje, kjer je 2 — x> > 0,
saj je kvadratni koren definiran le za pozitivna Stevila. ReSi-
tev neenacbe je

2-x2>0e=2>x2 = —V2<x<V2



(b) Nicle so resitve enacbe f(x) = 0 oziroma
V2-2=0=2-2=0= =2 x==+V2

Stacionarne tocke so resitve enacbe f'(x) = 0.

fi) = (V2—2) = ((2 _ xZ)%)/

_ % (2-2%) % (—2x) =

—Xx
V2 —x2
Stacionarna to¢ka je le ena in sicer x = 0, f(0) = /2. Ker je
f'(x) <0zax <0in f'(x) > 0zax > 0,je vx =0 lokalni

maksimum. Na intervalu (—+v/2,0) funkcija f nara$¢a, na
intervalu (0,+/2) pa pada.
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Slika 2: Graf funkcije f(x) in tangente na graf v tocki (1,1)

(c) Enacba tangente dolo¢imo s koeficientom

—1

kr = (1) = = —1
r=f{1)=—7—

in dotikalis¢em (x¢, f(x9)) = (1,1). Enacba premice je oblike
y = krx +n = —x 4+ n, vrednost n dolo¢imo, ¢e v enacbo
vstavimo dotikalis¢e 1 = —1 +n — n = 2. Enacba tan-

gente je
y=—x+2.



(d) Integral re$imo z vpeljavo nove spremenljivke t = 2 — x* —>
dt = —2xdx.

/xf(x)dx: /xﬂdx: —%/\/fdt:

12 1 3

— B yCc=-2vV2—22 +C.
23 3

. [25 tock] Za tri Stevila a, b, c iz intervala [-2; 2] velja, da je vsota

prvega in drugega enaka 1, vsota drugega in tretjega pa enaka

2. Koliksna je najmanj$a vrednost produkta abc vseh treh Stevil?

ReSitev: Veljaa+b=1inb+c=2,torejb=1-ainc=2—-b=
2—(1—a)=1+a, zatoje abc=a(1—a)(1+a) =a(1—a*) =a—a°.
Velja

—2<abc<2<«<= -2<g,1—-q,1+a<2<+—=
(—2<a<2)A(-1<a<3) A (-3<a<l) <= ac[-1,1].

[5¢emo torej minimum funkcije f(x) = x—x% na [—1,1]. Ker je
f povsod definirana in zvezna, je njen minimum bodisi v staci-

onarni tocki (tam kjer je odvod ni¢) ali pa v krajis¢u intervala.
Velja f'(x)=1-3x% in
1
fl(x)=0<+=1=3x> <= x=+——.

V3
Takoje f(1)=1—1°=0, f(—1)
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Slika 3: Graf produkta abc = a(1 —a)(1 4 a) v odvisnosti od a.



