Kompleksna 3tevila
=1, =i, =vV-1,i
|z| = V(z * con(z) )

Izl = Vx? 452

z=x+y
+22=21+22
21%22=21% 22

z+z=2Re, z-2=2iIm
Lzl =1zl |21*22] = |z1]|22|

x-iy

Im

y
tang =¥
x=|z| cos ¢ y=|z| sind
Polarni zapis:
z = |z| * (cos@ + sing i)
el = cosp + sing * i
2=z *e'®
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Zaporedja

a = lim a,, ¢e za vsak € > 0 obstaja
nooo
tak indeks, da za vsak n >

N velja
la—a,| < €
1\
e = lim (1 +—)
n-o n
= lim (1 -=
n-w n

Racunanje limit
Naj bo:
lima, =ain lim b, =b
noe neo
lim(a, +b,) =a+b
neo

lim (a,b,) = ab

frey

Cejeb, # 0inb # 0,potem:
lim = = —

neb, b

Cejea, > 0ina>0, potem:
lim a)=a®
neo

Vrste

Ce |q] < 1 konvergira:
S =“—‘q (neskon&na)
S, = M (konéna)

k-
Ceje konvergentna potem:

lim a,, = 0 (pogoj ni dovolj)
neo

Funkcije
Funkeija f(x) je
> soda, Ee je f(—x) = f(x) za vsak x € Dy
> liha, e je f(—x) = —f(x) za vsak x € Dy
Velja:
» ira sode funkci f smetrcen glede na o5 , gaf e pa
lede na koordinatno zhodiste
» vsots sodih funkc e o furici, vt i e v unkcia
» produkt dveh sodih al dveh I funkci e soda funkcis,
ok lne i sode funkci e ha unkcia
Injektivne in surjektivne funkcije

Funkeija £: Dy R je injektivna, Ee razleni totki x # y € Dy
preslika v razlieni wrednosti £(x) # (y) €
> Graf inektivne funkije seka poljubro vodoravno premico v
najvet eni totki

Funkeija f: Dy — R je surjektivna, te je Zr = R.

» Vsaka vodorauna premica seka graf suriktivne funkcije v vsaj

eni otk
Funkeija £: Dy — R je biektivna, & je injektivna in surjektivna,
Kompozitum ali sestavljena funkeija
Najbo £ Dy R in g: Dy — B, Ceje 2/ C
01Dy —+ B, definirano s predpisom
(£ 1x) = &(F()

in imenujemo kompozitum funkij g in f.

D;.. potem funkeijo

V spictnem fog £ gof.
Inverzna funkeija
N bo £: Dy — B injktivna funkcij. Potem funkciio
£711 ¢ = Dy, za katero velja
(F1 o)) =x

22 vsak x € Dy, imenujemo inverzna funkcija funkcile f.

» Ehivalentno: £(x) = y = F{y) = x
» Definicisko obmotje in zaloga vrednst se zamenjata:
i = Ze, Zpms = Dr
> Inverzno funkeijo ¢! eksplicitno podane funkcije
ieratunamo tako, da zamenjamo vlogi spremenliivk v = (x)
torej x = f(y), in nato irazimo y kot funkcijo x
» Graf inverzne funkcije £~! dobimo tako, da prezrcalimo graf
funkeiie  prek simetrae lih kvadrantov.
Transformacije funkcij
> g(x) = f(x — a) vodoravni premik za a v desno
> g(x) = f(x) + ¢ navpicni premik za ¢ navzgor
> g(x) = f(%) vodoravni razteg za faktor a

> g(x) = cf(x) navpiéni razteg za faktor ¢
> g =
> g(x) = f(~x) zrcaljenje preko osi y
Limita funkcije
Zanima nas, kako se funkcia £ obrata v okolic totke 3, tore na
intercal (2~ .2+ 6) 72 nek 4 > 0, razen morda  tofki 2

—#(x) zrcaljenje preko osi x

Stevilo L je fimita funkcije £ v totki a, te za vsak < > 0 obstaja tak
>0, daje F(x) ~ L] <z, Zeje0 < [x—a| <
L je imita funkeije £ v totki a: vrednost f(x) je poljubno bizu L,
2 je le x dovolj blizu a (a ne enak a).
Pigemo:

L= lim 1)

Limita funkeije v to2ki  ni odvisna od vrednosti funkeije f v

Limita funkeije in limita zaporedja
Funkcia f ima v totki 2 limito L natanko teda, ko 7a vsako
zaporedie (ay)n, ki konvergira proti a (ter ne vsebuje a) velja
A, f(an) =

Za ratunanje limit veljajo enaka nmwh kot pri zaporediih. Naj bo
Jim F() = Lin fim g(x) = K

>l + () = L+ K

> im(af() = al za wak a € K
> i F(x)et

) _ L
> el K#0ge fim (5=

lzrek
Funkeija £ D — R je v totki a & D zvezna, natanko tedaj, ko za
vsak & > 0 obstaja tak 3 > 0, da je

1)~ F(a)] <.

zejelx—al <4

Upis zveznosti
> Vse elementarne funkeije so zvezne povsod, kjer so definirane.
» Kompozitumi zveznih funkeij so zvezne funkcije, kjer so
definirani
» Ce je podatek a podan dovolj natanéno (z napako manjgo od
4). bo vrednest f(a) izratunana z napako manjo od
> Graf zvezne funkcie bo v togki (3, £(a)) “nepretrgana
Krivulja"
> Ce wrednost f(3) ni defnirana, vendar obstaja L = lim f(x),
lahko funkeijo f razSirimo, tako da definiramo £(2) = L. Tako
razkiriena funkcija je zvezna v totki 2.
Izrek
Ce je lim g(x) = L in je funkcija f zvezna v totki L, je

lim(f o8)(x) = F(0),

Torej lahko zanenjano v red razunanja limite in vrednosti
zvezne funkci
itk zveznih funkci

lzrek
Ce je £ zvezna na zaprtem omejenem intervalu [a, b] in je
F(a)F(b) < 0, . £ v krajiséi intervala sta predznaka razlcna,
potem obstaja totka c € (a,b), Kje je f(c) =

Dokaz 2 bisekejo: definiramo tri zaporedja, a5, by in c,

. a=
» 6= (an+ ba)/2 to je razpoloviste intervala [3,. b,] z2 vsak 0
> 2 o by ta S st plvice inenla [, .
Kier ima f v krajistih raziina predzn
Ce za kaksen G, velja f(en) = 0, je € = c;. Sicer pa.
» zaporedia a,, by in ¢, vsa konvergirajo k istemu Stevil c,
» fe)=
Polinomi
Polinom stopnje n

Plx) = 3"+ 31"
Kjer 3,70, 3, € R
Dy = R. 2, odvisno od polinoma: R za polinome lhe stopnj.
> Palmum ima kvetjemu n realnih nitel. Razcep:
a linearn in nerazcepne kvacratne faktocje s koeficienti v R
nalnearn Faktore s koeficinti v C

Racionalna funkcija
Racionalna funkcija

ot axta,

= B ot o
q(x) byt o+ bux™

» Okrajsana oblika: Stevec in imenovalec nimata skupnih
faktorjev

» Definicijsko obmotje: D, = I \ {poli}

> poli r(x): nitle imenovalca

» nicle r(x): nicle Stevea

» r(x) se v neskontnosti priblizuje polinomu s(x). kjer je
p(x) = s(x)q(x) + o(x). (Deljenje polinomov)

Sprememba predznaka: nicle ter poli lihe stopnje.

Eksponentna funkcija in logaritem
Eksponentna funkcija: f(x) = a*, a> 0

» Dp =R, Z = (0,00),

» injektivna za vsak a # 1:

25
»
\ 15 /
\
0
S /
//
-4 -2 " 2 4
Slika : f(x)=a*zaa= ,
»a%=1zavsea

> za a > 1 je narad¢ajota

» za 0 < a < 1, je padajota.

» adicijski izrek: 7Y = a¥a”

> najpogosteje uporabljamo osnovo e
Inverzna funkcija eksponentni je Jogaritem f~}(x) = log,x,

a>0a#1
> Diog, = (0,5), Ziog, = R

-
1 2 3 4 5
/ \\\,
/
Ll
Slika : f(x) =log,x za a= i
> log,1=0

> 732> 1, je log, nara&ajoa
> 22 0< a<1je log, padajota
> najpogosteje uporabljamo a = e, naravni logaritem

log. x = log x = Inx
> adicijski izrek: log,(xy) = log, x + log, y

Kosinus in sinus: (<o x, sin x) koordinati totke na enotski kroznici
w2+ 2 =1, ki ustreza kotu x.

R S

> obe sta periodicni z osnovno periodo 27

sin(x +27) = sin(x), ~ cos(x +27) = cos(x)

> omeieni in = Zeae = [-1.11
Med kotnimi funkcijami veljajo Stevilne zveze, na primer.

> sinx +cos?x = 1

> cos(x +y) = cosxcosy —sinxsiny
> sin(x +y) = sinxcosy + cosxsiny
Tangens in kotangens:

cos x
sin x

(tudi tg x in ctg x

> Dean =R\ {§ +kn: k;Z]‘Dm:l\(-yer keZ}

» obe sta perioditni z osnovno periodo

tan(x +7) = tan(x). cot(x + ) = tan(.

> neomejeni: Zian = Zor = R

> > tan?x 41
> cotx

1. Periodiénost
sin(x + 27
tan(z + 7)
2. Sodost, lihost
sin(—z)
tan(-z)
3. Zveze med kotnimi funkcijami

=sinz cos(z + 27) = cosz

cot(z +7) = cot z

sinz
—tanz

sin’z + cos?z =1
1+ tan®

1+ cots = 3

4. Prehodi med koti

5. Adicijski izreki
sin(z +y) =s
cos(z +y) = cosTec

tanz+tany
tan(z +y) = 20

sin(z — y) = sinz cos y — c
cos(z —y) = coszcosy+sinzs
tan(z — y) = Janz=teny

T+tanztany

6. Dvojni in poloviéni koti

7. Produkt n vsote
sinz + siny sin Z2¥ cos IS
cos x + cosy = 2cos ZEE cos

COST = COSY = = 3 7
(cos(z = y) = cos(z +y))

1 (cos(x = y) + cos(z +y))

3 (sin(z — y) + sin(z + y))

Diferenéni kvocient

7 (a6) > R (2,6)

sinzsiny

cos T co
sinz cos y

> Sprememba x; — xp + h povaroti spremembo.
(x0) = f(x0 + h)
> Hitrost spreminjanja nam pove kvocient

flxo + h) ~ Fx)
h

in g2 imeujemo et kocent ke 58 .
Dt kot f s smrnems kit preice
s s 1o (o 1) G+ . o+ )

Odvod
Defics
Ockod funkcie 1 otk o i diferneosgskvcints

} o0

) = o T2 1= )
Funkeifa je odvedljiva v tozki xy, te obstaja F/(x).
Funkcija f: D — R je odvedljiva na D, & je odvedljiva v vsaki

Odvod f/(x0) je
> relativna sprememba vrednosti f (o
spremenjivke x, malce spremeni

). 2 se wrednost

> smeri koeficient tangente na graf v totki (o, 7(x))

Ce je f odvedljiva v totki xo, potem je v xg tudi zvezna
Ce je f zvezna v totki xo, potem v xp ni nujno odvedljiva
Pravila za ratunanje odvodov
Ce sta f in g odvedjivi funkciji, potem velja
() () = 0 + 20
> (@f) () = af'(x)
> (Y(x) = x)g(x) + Fe'(x)
L (Y Pl = fet) |
(it3) - s 20
> (fog)(x) = Flglx)g'(x)

posredno odvajanje funkej

- ) = g e 109 40

Tabele elementarnih odvodov

log x

log, x g
sinx cosx
cos x —sinx
tan x -
cot x *,(sm‘x)
arcsin x| —L=
Vi
arctan x et

Narastanje in padane funkcij

£:(3.6) = R odvedliva in x0 € (3,5)
> Cee ) > 0. £ v totki xo naraajota
» Ceje #/(50) < 0, je £ v tothi xo padsiota
> Kaj se zgodi, Ze je £(a) = 07

Deincija
Coje £ (a.6) -+ B odvedija potem totko x, < (2. B), Ker je
700 =0 nenenssoconaa ke tocka) funkcje f

acionari ki je tangenta na graf vodoraum,

Lot s

Definiciia
Funkcia  ima v toeki g lkalni maksimum, e obstja tak 6 0,
da je Fx) = Flxa) 28 vsak x, ki e oddaien od x za manj kot 5
Funkeia # ima v tocki s lokalni minimum, e obstoa tok § > 0,
di je F(x) 2 F(xq) 7a veak x, ki j odalen od 3 7a manj kot .
Lokali ekstren .. lokaln minimum allokshi maksimum,
Potreben pogoj za lokalni ekstrem

lareke
Ce e funkcia ¢ (3,5) — R v to2ki x € (3, b) odvediva in ima v
20 lokalni ekstrem, potem je xo stacionara totka funkciie
- Posh 0) =0 vt i s o)
lakaln ehscrr
e Plo) 0 5 o 75
okl shstrem
» Lokalne ekstreme stema med stacionarimi sotkami, drugje
il e i
» Primer: f(x) =, totka 3 0 je stacionama totks, vendar
T =0 1t ot b
Funkeija ima v stacionari totki x, lokalni ektrem, ¢e odvod f” ob
prehodu skozi x spremeni predznak.
V toki 1
> lokalni minimm, e (x) < 022 x < xg in f'(x) > 022

» lokalni maksimum, € 7/(x) > 072 x < xon £(x) < 072
x5
Vigi odvodi
£:D R odvediin
» Cef:D R odvediiva, potam j £ chakrat achedlica na
D, odvod funkcie ' pa apisemo kox
)= (1Y)
i dog s |
- EefiD s Ro potem e trikiat odvedliva na D,
0 2 s e sdvod e
» G lahko funkcio £ st odvalama na D, potem pravimo
da e funke £ neeat odvedia na D, - ocod fnkeie £
s omatimo 2
0 = (DY ),

» Funicie, ki jih ahko polubrokrat odvajamo, imenujemo
neskanénckrat odvedljve funkcie

Tarek
£ [2.5] = B (vs2j) dvakeat odvedijiva funkeia in xo (3. )
stacionarna totka funkcije

> Ce "(x0) > 0, potem je v xo lokalni minimum.

> Ce () <0, potem je v x lokalni maksimurm
Uporaba odvodov za risanje grafov

10,6 R dusket odvedon
» v odvod nam pove, ke ki raa, i pca in i s0
stacioname tatk,
» Drugh odvad pove, ko se gt ki
i 7)., 1 omvesna, gt sk £ e nad
e OSSO e ko, gt fnkce £ e pod
g s
L'Hospitalovo pravilo
 in g odvedliv na intenvlu (a,5) &'(x) # 0.
> Ceje lim 1(x) = fimg() =0, je

9 £
I =

» el lim () = lim 5() = o, e

lim ) = lim G
() " g

> Pravil velata tudi za enostranski limiti, ko gre x - oc al

Integral
Definicija
Naj bo f : D — R, kjer D C R odprti interval. Ceza F:D — R
velja
F(x) = f(x)
za vse x € D, potem F imenujemo nedoloeni integral ali
primitivna funkcija funkeije f.
Pisemo: F(x) = | f(x) dx
Nedoloteni integral je doloten le do konstante natanko. Ce je
F'(x) = f(x), potem
> velja (F(x) + C) = f(x) za vse C€ R,
> za vsak nedoloteni integral G funkcije f velja
G(x) = F(x)+ Dzanek DeR
Elementarni integrali

Iz tabele elementarnih odvodov dobimo:

R /x" dx = log|x| + C

W1
./X el
/e"dx:e"+(

cosx dx =sinx+ C

d
cos?x

/smxdx =—cosx+C

tanx+ C

dx
[ N——
Pravila za raEunanJe nedoloZenih integralov

1. linearnost:

/(f(x) T g(x)) dx = / £(x) dx + /g(x) dx

/ul(x) dx= L./f(x) dx
2. vpeljava nove spremenljivke:

/f(u(x))u'(x) dx:/f(u) du
3. integriranje po delih (per partes)

/() dx = u(x)u(x) — /v(x)./(x) dx

[t [

DoloZeni integral pozitivne zvezne funkeije  na intervalu [a, b] je
plotina obmotja med x-osjo in grafom y = f(x) na intervalu
[a.t]

oziroma

> fifab] 5 R
Interval [a. b] razdelimo na n intervalov enake dolfine
[k Xieqal k=0.1,....n— 1,

X0 <X << Xn

vsak je Sirine 6, =
n

» Zavsak k=0,1,...,n— 1 izberemo ¢ € [xk_1.xk]

» Integralska vsota funkcije f: Z £(ci)on-

=

Za zvezne funkcije velja, da zaporedje integralskih vsot
konvergira, ko gre n — oo in je limita vedno enaka, ne glede
na to, kako izberemo totke c.
Dolozeni integral funkcije f(x) na [, b] je enak:

5 "
/ f(x)dx = lim > F(c;)dn
A e i=1
Naj bo P plostina lika med grafom in intervalom [a, ] na osi x
H
» Ceje f(x) > 022 vse x € [a,b], je P = / £(x) dx,

/ ey

> e je f(x) < 0nafa bl je P=

V splotnem je integral predznatena plogZina, £
.
/ ) dx = Py — P,

kjer je Py plosina dela nad osjo x in P2 plosina dela pod osjo x.

Plogtina med grafoma y =
x € [a, b], je enaka

iny =g(x). f(x) > g(x) za

.
[0 - g o

Lastnosti dolotenega integrala
frla b] -R m(egmbilna

/f(x)dx,/ f(z)dt
/ f(x) d or

3 / () dx =

4. Linearnost:

/ab(r‘(x)i»g(x))dx:/bf(x) dx+/)bg(x) dx

/ibnf(x) dx= u./)b Fx) dx

5 /bf(x)dx:./(f(x)dx+/bf(x)dxzavsece[a.b]

.
6 EeJefhha‘Je/ £(x) dx =0,
L.

7. Ceje f soda, je / F(x) dx = Z/Ef(x) dx.
- o

8. Monotonost: Ce je f(x) < g(x) na [a, b], je

[f(x) dxs[g(x)dx

‘/abf(x)dx s/:\f(X)\ dx

10. e je m = min{f(x) | x € [a,b]} in
M = max{f(x) | x € [a, b]}, je

m(b—a)S/bf(x) dx < M(b—a)

Povpretna vrednost funkcije

Povpretna vrednost funkcije f na intervalu [a, b] je
b
f(x) d

r / (x) dx.

1 vitina pravokotnika z osnovnico [a, b, ki ima plogtino enako kot
obmoje ped grafom y = f(x).

n=y

'

Lveza med dolocenim In nedolocenim integralom

£:[a,b] = R zvezna. Torej je  je zvezna (in zato integrabilna) na
vsakem intervalu (2, x], x €

Izrek (Osnovni izrek integralskega ratuna)
Ce je f zvezna na [a, b, je funkcija

Flx) = / f(t) dt
zvezna in odvedjiva na [a, b] in velja
F(x) = ().

Funkeija F je torej nedoloteni integral funkcije f na [a, b].
Newton-Leibnizova formula za ratunanje dolotenih integralov:

b
/ 7(x) dx = F(b) — F(a) = F()|° = [FGT%.

kjer je F nedolozeni integral funkcije .
Pravila za ra¢unanje doloZenih integralov
Vpeljava nove spremenljivke
Ce je u zvezno odvedljiva na [a, b] ter f zvezna na Z,, potem je

» )
/ F(u(x))(x) de / £(u) du.
2 u(a)

Integriranje po delit: Ce sta u,v odvedljvi na [a, Bl potem je

b b
/ u(V/(x) dx = [uGv(x)]) - / o (x)v(x) dx.
Uporaba integrala
> Plogine likov omejenih s krivuljami ..
» Pot, hitrost, pospesek ter prehod med njimi
> f:[a,b] - R pozitivna funkcija. Naj bo T vrtenina, dobljena
Z vrtenjem grafa f okoli x osi na [a. b]

5
prostornina:  V(T) = / (x)dx

povrsina plasta: P(T) = 2r /b FO0y/1+ (F()de

» Dolzina loka grafa y = f(x), a < x < b.

b
:/ Vi (FOR e

Integral na neomejenem intervalu

» f(x) zvezna na [a,0)

- im / £(x) dx—/ £(x) dx
» Integral ne obstaja vedno!
b b
» Podobno: _lim f F(x / F(x) dx.
t—0 e

Sestevanje vektorjev

a by a+b

2 by n+b
+ =

an ba an+by

MnoZenje vektorjev s skalarji

« € R skalar
a aay
. a aa
ai=al| | =
an aa,
1. d+b=b+3

3.0= in velja
, F
- 5=0
4. o(B3) = (aB)izavse a, FER

Vektorji v ravnini

Ravnino R? si predstavljamo opremljeno s koordinatnim sistemom.

Alar, 22)

Vektor v B2 ___stolpec dveh realnih Stevil

[ I R L U o T
A= | o=ty | =altal
je krajevni vektor toZke A
Vektorji v prostoru

Prostor 3 si predstavljamo opremljen s koordinatnim sistemom.

S

a 1 0 0 o
=|a|=a|0|+a|1|+a|0|=aitaj+tak
a 0 4 1

Kolinearnost in linearna kombinacija vektorjev
Vektorja 3 in b sta kolinearna (tudi vzporedna), €e obstaja tak
skalar a, da je

ob ali b=od

Ceso @), @, ..., dm vektorji iz prostora B3 in a1, az
skalarji, je vektor

Jam €R

™3 + 2@+ + amdm

linearna kombinacija vektorjev 31, 32, ..., 3m
lzrek
Naj bosta 3 in b nekolinearna vektorja. Vsak vektor & € R? lahko
Zzapisemo kot linearno kombinacijo vektorjev 3 in b.

lzrek
Naj bodo 3, b in € vektorji, ki ne leZijo v isti ravnini. Vsak vektor
d & B3 lahko zapisemo kot linearno kombinacijo treh vektorjev 3,
Biné




